SO3(RR) et les quaternions

Geoftrey Deperle

Lecons associées :

— 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quo-
tients.

— 108 : Exemples de parties génératrices d’'un groupe. Applications.

— 160 : Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).

— 161 : Distances dans un espace affine euclidien. Isométries.

— 191 : Exemples d’utilisation de techniques d’algebre en géométrie.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit H = {a +ib+ jc+ kd, (a,b, c,d) € R*} 'algébre des quaternions sur R. On
identifie H avec R* muni de la topologie euclidienne.
En notant G le sous-groupe de H* formé des quaternions de norme 1. On a la suite exacte :

1> {£l} - G — SO3(R) — 1

Preuve :

Etape 1 : Construisons un morphisme S : G — Os3(R)

Considérons la conjugaison pour q € G :

Sq - H — H
T = qrg ' =qxg

Sy est une bijection d’inverse S,-1. Considérons alors la représentation :

S : G — GL(R') ~ GL4(R)
q Sy

Cette application est bien définie car S est un morphisme de groupe et pour tout g € G, S, est linéaire.

De plus, en notant [|.|| la norme euclidienne de R*, pour tout q € G,
1Sq(@)l] = llgzg™"]|
= llallll«llllg~"]
=||z|| car ¢ € G

doncona S:G — O(H).



Soit N = {bi+cj+dk, (b, c,d) € R3} I'espace des quaternions purs, on a N = (R.1)* l'orthogonal
de R.1 dans H.
De plus, pour tout ¢ € G,z € R, S,(z) = = car R est central donc R.1 est stable par S,.
Comme S, € O(H), N est stable par S,.
Notons S, = Sy, on a S, € O(N) ~ O3(R) et notons

IN?

Os3(R)

S : G 3
q Sqm

_>
|_>
le morphisme associé.

Etape 2 : Calculons KerS
Soit q € G,

q € KerS < ¢ge GnZ(N)
<— ¢geGNR
— ¢ e {£1}

Etape 3 : Montrons que ImS C SO3(R)

Les coefficients de S~q sont polynomiales en les coordonnées de ¢ donc S est continue.
Comme det : O5(R) — {1} est continue, alors det oS est continue.
De plus, G ~ S? est connexe, on a donc (det 0S)(G) C {1} ou (det 0S)(G) C {—1}.
Or, det(S;) = det(id) = 1 donc on a S(G) C SO4(R).

Etape 4 : Montrons que SO3(R) C Im3

Comme SO3(R) est engendré par les retournements, il suffit de montrer que ceux-ci sont atteints.
Soit p € NNG, S},(p) = ppp = p donc S~p fixe p.
De plus, comme p € G, p = —p donc §p2 = gpz = S_; = id donc §p est une involution : c’est un
retournement d’axe Vect(p).
Comme ceci est vrai pour tout p € GN N =~ §?, tous les renversements de SO3(R) sont atteints.

Conclusion

Par théoreme d’isomorphisme, on dispose de la factorisation suivante

a2 SO3(R)

/

G/{£1}

™

d’ott SO3(R) ~ G/{£1} O



Application.
SU,(C)/{£ 1} ~ SO4(R)

Preuve : Comme C C H, une base de H comme C—espace vectoriel est donnée par (1,7) : un
quaternion ¢ = a + ib + jc + dk peut étre écrit comme g = (a + ib) + j(z — ik).
On considere 'action de G sur H par multiplication a gauche :

qx :=T,(z) =qx

donc le morphisme de groupe G — GLy(C) a valeurs dans Uy(C) car ¢ est de norme 1.
Sig=AN+jp€ H onal, = (2 —)\,u) € Uy(C). Or, 1 = ||ql| = |N* + |u|* = det(T},) donc
T, € SU(C).
Donc G ~ SU,(C) (Papplication est alors injective et surjective)
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